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〈 研 究 ノー ト〉
統計 的推定 問題へのL,空 間の
応 用についてめ一考察*
竹 内 清
1
この研 究 ノー トの主要 部分は,あ る刊行企画の なかの一論文 として発表 され る予定 の
もとに,1966年秋 に書 きあ げ られ た もので あ る。 あ る事惰 の ために この 企画が 中止 さ
れ る ことにな り,こ の論文 は未 発表 の まま筐 底に3年 有余 眠 って しまった。 この論文 は
本質 的 には,竹 内[7コ,[8],[9],[10],[11コの前段 の部 分を構成す る内容の ものであ
るが,そ れ 自体 内容を完結 させ る意味 で,こ れ らと若 干内容におい て重複 した部分 もあ
るが,初 めの ものに あ る程度 の修 正 を施 した うえで,体 裁 を整 えた 。
2
ヒルベル ト空間に関する知識は,統計的問題を取扱 う上で極めて有用である。この小
論では,ヒ ルベル ト空間であるL2空間を対象として,若干の統計的推定の問題を考察
することにする。
点Xの 空間Rの 二乗可積分関数の全体は,L2空間とよばれるが,これはヒルベル
ト空間である(た とえば,Davis[1]を参照)。可測関数f(x)が
∫f・(・)d"(x)<・・(1)
とい う条 件を 満足す る時,f(X)をR上 で 二乗 可積分 関数 とい う。(1)にお いて測度
μω<・・とする・なお以下では騨 イヒのため,∫ を∫と書 くことにする・
通常,ヒ ルベル ト空間 あ るいはL2空 間 を取 扱 う場合,測 度 としては一 般的 な測 度が
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用いられるが,われわれの当面の統計的問題の処理に当っては,確率測度を用いること
にしよう。われわれは以下で κが実数の場合だけを取扱うことにする。
9を パラメーター空間,Xを θ`ρに対し確率密度関数P(xlのにしたがって分布
する確率変数とすれば,確 率測度y(X)は,次のように定義することが できるであろ
う。
・(・)一∫卿)4μ ω ・(・)
σ
ただ し,CはRの 部分集 合。
3
さて
qi(x),P2(x),…,伽(x),…・{3)
を.L2の 完備 な正 規直交系 とすれば,正 規直交系 の定義か ら,任 意 のi,ブ に対 し
(s・・(Af)・{・」(iV))一∫曲 脚)==ll:駕::(・)
確率測度v(x)の定 義(2)から明 らか な よ うに,ス カ ラー積(4)は,陰伏的 に確率 密度
関 数 ρ(xlθ)をウェイ トと して定 義 され てい ることに注意す る ことが必要 であ る。
L2の 部分空間Lln)を,g1(X),g2(X),…,9n(X)の張 る線型空 間 と しよ う。そ うす
ると,任 意のg(X)`Lln)は次の よ うに表わ され る。ハ
9(x)=Σ6乞仰(x),{5)
i=1
た だ し,6fσ=1,2,…,n)は 定 数 。
任 意 のg(X)∈Lln)に対 し,t(X)ELIn)がL、の 距 離 の 意 味 でf(X)EL2との 距 離 が 最
小 に な るた め,す なわ ち,
llf(x)-t(釧12=infllf(x)-9(x)II2(6)
9'(m)fLln)
が 成 り立 つ た め の必 要 か つ 十 分 条 件 は,
(9(x),∫(x))=(9(x),t(x))(7)
が 成 り立 つ こ とで あ る。 σ)は
∫8ω{f(・)一一t(・)}av(・)一(・)
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または
∫9(・)f(・)d・(・)一∫8ω'(・)av(x)(・)
と も表わす ことがで きるであ ろ う。 も し '
'(κ)=Σαゴψゴ(ガ)⑩
J=1
と表わせば,(8)および(9)は,それぞれ 次の(IDおよび ⑫ とな るで あろ う。すなわ ち
の れ∫ΣCi90i(x){ノ(x)一Σ αゴ～oゴ(x)}dy(x)=O,(1Di=1 」=1
お よび
∫毒,卿)f(・)dy(・)一∫謹f蝦(り糞例 砂 ω ・cm
(6)が成 り立つ ための必要かつ十 分条件 は(8)であ ることを,以 下 で証 明 しよ う。
ノ
まず,も しあ る9(」V)ELIn)に対 して(8)が δ≠oな る値 を と った も の とす れ ぽ,
δλ
= ⑱
∫9・(肋ω
に対 し,殆 ん どすべ ての 躍につ いて
∫{f(w)-t(x)一λ8ω}物(・)<∫{ル)一 ・ω}・醐 αの
となるべき筈である。しかし,これが不可能であることは,次のように示される。すな
わち
∫{∫(・)-t(・)-29(の}・d・(の
一 ∫{プω 一・ω}・a・(・)-2∫{/ω 一t(・)}λ9(・)d・(・)
+∫ え・9・(・)a・(x) ,
=∫{f(x)"'t(・v)}2d"(x)-2∫{f(x)-t(x)}
∫轟)av(")
+∫{∫ 議
ω}・ 麟)
=∫{2δ2f(x)-t(x)}2av(x)一
∫9・(・)a・(・)+∫,(毒ω
一64一 商 学 討 究 第20巻第4号
=∫{δ2f(x)-t(x)}2dy(x)一
∫'ω 煎).
㈲
ところで
δ2>0 .
∫・・ω 卿)
㈹
したが って
∫{ル)一 ∫α)-29(め}・dv(・)<∫{f(・)一≠ω}・d・(・)・
㈲
これ は仮定 と矛盾 す る。
次 に逆 に(8)が成 り立 った もの と仮定 しよ う。す なわ ち,任 意 のg(の`Llπ)に対 して
∫9(x){ノ(・)-t(・)}醐一・・
ところで
∫{∫(・)-8ω}・醐 一∫[{∫ω 一・ω}+㈲ 一8(・)}コ・醐
一∫{ブ(・)-t(・)}物(x)+∫{'ω一8@)}2殉
+∫{f(・)一'α)}t(x)d・(x)+∫{ル)一・ω}8(x)dv(x)・ ㈹
ところで仮定から
∫{∫(・)一・(・)}'(肋(・)一α
∫{ル)一 ・ω}9(砂(・)一α
これ か ら,⑬ の右 辺の第3項 お よび第4項 が0と な る ことが分 る。 したが って
∫㈱ 一9(・)}・姻 一∫{f(か ・(・)}・姻+∫{㊥ 一9(・)}・の ω ・
上式の右辺の第2項 は
∫{t(・)-9(・・)}・a・(似
したが つて
∫{ノて・)-8(・)}・姻 ≧∫{∫(・)一'ω}・醐 ⑲
以上 に よって,(6)が成 立つ ため の必要かつ 十分条件は(8)であ ることが証 明 され た。
後 で触れ るよ うに,(7)～(1Zの関係式は,わ れわれ の 展開 に とって 基 本的 な役割 を果
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す こ とに な る 。
4
i:・=1
に お い て,こ れ を 最 小 に す るc・i(i=1,2,…,n)を決 定 す るの が,
る。
⑳ は 次 の よ うに 変 形 で き る。
リ ハ
11fi(の一9(x)ll2=lif(x)K2一Σ(f(x),9・i(x))2+Σ(・i-(f(x),9・i(の))2
i=-1i=1
と ころ で,⑳ が 最 小 に な るの は
Ci=(∫(x)・仰(x))(i=1,2,…,n)
とい う関 係 が成 り立 つ時 で あ る。 か く して
∫(万)=Σ(∫(ガ),仰(罪))卿(の
i=1
な る時,㈲ の関係式が 満た され る ことにな る。
前 節 の(6)を満 足 す るt(x)が ω で 表 わ され る場 合.具 体 的 に はcriσ=1・2・… ・n)
が どの よ うに定 め られ るか を,本 節 で 考 察 す る こ とに す る 。す な わ ち
1[f(x)-9(x)112=(f(x)-9(x),f(x)一一9(x))
∫{∫(・)-8(・)}2d・(の
∫{f(x)一 Σ …y・i・(・v)}2d・(・)⑳
ここでの問題 とな
⑫1)
㈱
Ci=(f(x),9i(x))は,直 交 系 く3)によ る関 数f(x)EL2の フ ー リエ 級 数 を 構 成 す る。
級 数
　
Σ(ブ(め・仰(ガ))仰(の ⑳
ε=豆
は,直 交 系 く3)によ る関 数f(x)`L2の フ ー リエ級 数 と よば れ る(た とえぽ,KOPMoro-
pOBHΦOMHH[4コ を 参 照)。
次 に,上 の 展 開 を 幾 何 学 的 に考 察 して み よ う。
Lln)をL,の 部 分 空 間(Lln)⊂L2)とす れ ば ,L、 の各 要 素f(x)に 対 しJ殆 ん どす
べ て の 万 に つ い て
IIf(・lr)-t(x)ll==infIlf(・v)一一9(ノr)"(25)
9,Ll")
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とな る よ うなt(x)ELln)が一 義 的 に 対 応 す る。 この場 合,t(x)は.f(x)EL2のLln)
の 上 へ の プ ロジ ェク シ ョン(射 影)と よば れ る。
い ま
θ(り=∫(め一 ≠(の ㈱
とお け ば,e(x)は 五野 に 直 交 す る。 す なわ ち,任 意 の9(x)`Lln)に対 して
(!(x)-t(x),9(x))=O.伽
これ を 証 明す るに は,次 の よ うに進 め ば よい 。 い まe(X)==f(X)-t(X)がLln)と直 交
しな い と仮 定 すれ ば,
(f(x)-t(x),9(x))=δ≠0姻
で あ る よ うな9(x)`Lsn)が存在 す る筈 で あ る。Lln)は線 型 空 間 で あ るか ら,任 意 の定
数aに 対 し,t(X),LSn),g(X)`Lln)につ い て
9*(x)=・t(x)-ag(x)ELI").㈲
次 に
llf(x)-9*(x)ll2=({f(x)-t(x)}十ag(x),{f(x)-t(x)}十ag(x))
==11f(x)-t(x)1[2十a(f(x)-t(x),8(x))十a(8(x),f(x)-t(x))
+1a12119(x)llz・ ⑳
と こ ろで,わ れ わ れ は 実 数 の場 合 だ け を 取 扱 って い るの で
(f(x)-t(x),9(x))=(9(x),ノ(x)-t(x))=δ.㈱
した が っ て
・「
8(δ)112㈹
とす れ ば,⑳ の右 辺 の第2項 以 下 の 和 は,
a(f(x)一一t(x),9(x))十a(9(x),f(x)-t(x))十lal2119(x)112
「81謬;112<・pm
した が って
11f(x)-9*(x)ll<llf(x)一'(釧2・ ㈱
と こ ろで,㈲ か ら
11f(x)-t(x)1【=infllf(x)-8(x)ll
9,Ll")
で あ る の で,㈱ の 結 果 は これ と 矛 盾 す る こ とに な り,最 初 樹 て た 仮定 ㈱ は 誤 りと な
■
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る。
も し複 素 数 の場 合 を 考 え る と,㈲ は 次 の よ うに な る。
lif(x)-9*(x)Ii2=llf(x)-t(x)ll2+a(f(」V)一一t(x),9(x))
+α(9(x),f(x)一'(〃))+1a12"g(め↑i2
に お い て
a(f(x)-t(x),9(x))=aδ,
a(9(x),f(x)-t(x))=・aδ
と な り,㈲ の右 辺 の 第2項 以 下 は,結 局
δδ{δ[2
1ig(x)1i2119(x)ll2
と な り,実 数 の場 合 と結 論 は 同 じに な る。
5
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L2は無限次 元の空 間であ るが,f(」t)EL2への最 良近 似 と して,す なわち,五2の 距離
の意味 で ∫(のとの距離 が最小 にな るよ うに,こ れ迄 の節で は,η 次元の線型部分 空間
Ll")⊂.L,にお いて
だ れ
t(x)=Σαmpi(x)・=Σ(f(x),St)i(x))SPi(x)
i=1i=1
を考えた。これの拡張として,
n十1n十2
.£.a・iSPi(x)・ΣcrigOi(x)・… ㈲
`=且i=1
等 に よって,∫(κ)に対す る最 良近似 を考え る ことがで きるで あろ う。 この場合,砺 σ
=1,2,_)として ,前 節 の フー リエ係数 を考え る と,
ガ れ　　
1げ(x)一Σ(f(x),9Pi(x))SOi(x)li≧llf(x)一Σ f(x),9・(x))9i(x))11
i=1i=1
リナ 　
≧ 「lf(x)一Σ(f(x),{P・i(x)SPi,(t)ll≧… ・ ㈱
i,=1
となることが期待できるであろう。
次に,これを数学的に厳密に考え,推定の問題への応用を考察することにしよう。
いま
∫f(x)P(x1〃・)a/i(x)==9(〃・)㈲
(グ=1,2,…,m)
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なる制約条件の下で,汎関数
ノ[ノ]一∫{ブω 一8(・・)}・P(xl・・)4μ(・)㈱
を最小 にす る問題 を考 え よ う。 これ は,各 パ ラメーター点 θノ(ブ=1,2,…,m)におい
て不 偏であ り,か つ あ る θ。`ρにおいて分散 が最小 にな るよ うな推定 量 ノ(め=∫*(の
を求め る問題 と考 え ることがで きるであ ろ う。
この際,ノ(め は
∫f・(x)P(xlの4μ(x)<M・ ㈲
ただ し,Mは 適 当な定 数,な る条 件を満足す るもの と しよ う。すなわ ち,ノ(X)は,ウ
ェイ トP(xlのに関 してL2窪 間 に属 す る ことにな る。 か くして,第3節 お よび第4節
での論 議を,こ の節 の問題 に応用 す る ことが で きるであ ろ う。
なお ㈲ な る制約条件 の下 で,劔 なる汎 関数 を最小 にす る ことは,
ノ[f]一∫f2(・)P(・1・・)dμ(・)㈲
なる汎関数を最小にすることと同等である。以下では ㈱ の代 りに㈹ を考えよう。
い まLln)を,関 数 〈3)の最初 のn項 で 張 られ るL,のn次 元線型部 分空間 とすれ
ば,Lln)は,ゐ
Σα即 δ(方)㈲
i=1
な るす べ て の線 型 結 合 の 集 合 で あ る。 た だ し,α 】,α2,…,anは適 当 な定 数 。 こ うす る
と,各 部 分 空 間Lln)の 上 で,汎 関 数 ノ[fコは,変 数 α1,α2,…,α、 の 関 数
ノ[Σα`仰(のコ ㈱
i,=1
に帰 着 す る こ とに な る。 圃 な い し ㈲ は 下 に 有 界 で あ る こ とは 明 らか で あ る 。す な わ ち
infノ[f(x)]=・Pt>一。。・(4Z∫
したが って,わ れ われ は,変 分法 におけ る直接 法であ る リッツの方法(Ritz'smethod)
を,わ れ わ れ の 問 題 に 適 用 す ることが で ぎるであ ろ う(た とえば,KaHTOPOBHqH
KpNnoB〔3コお よびGel'fandandFolnin[2]参照)。
さて,も し ㈹ が許 容可能 であ るな らば,そ れ は,条 件 ㈱ お よび ㈲ を 満足 しなけれ
ば な らない。 したが って,条 件 ㈱ は
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∫毒F・ρ・(・)P(・1〃・)卿)-g(〃」)
(ゴ=1,2,…,m)
とい うこ とに な る。 また 汎 関数 ノ[ノ]㈲ は,次 の よ うに な る。
・,,[α1・・2,… ・a7t]一∫{加 ・ω}2P(xlo,)dpt(X)・
これ は,n個 の 変 数 α1,α2,…,α 。 の 関 数 と な る 。
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(4場
ω
した が って,わ れ われ の 問 題 は,変 数 α1,α2,…,α。を用 い て,鰯 を もったn次 元
空 間 上 に お い て,ノ 疋 α1,α2,…,α。コ を最 小 にす る こと に な る。 この 最 小 値 をPtnで 表
わ す こ とに しよ う。 これ はLsn)の 要 素 で あ る 。
さ て,㈱ か ら,シ ュパ ル ッの 不 等 式 を 用 い て
n2
9・(の)一〔∫濯鯉(・)P(・1の)4μ(の〕
≦∫{澤鯉 ・(・)}》(荊)4μ(の∫醐)4μ(・)一評 ・2≦M・
(ブ=1,2,...,m)
したが って,ω を 満足す るため には,不 等式
お
92(θブ)≦Σ α`2≦M2
i=1
(ブ=1,2,…,m)
㈲
を満足す る ことが 必要 であ る。 ㈲ の不等式 が,ブ=1,2,…,mに つ いて 同時 的に成 り
立つ ためには,次 式 が成 り立た なけれぽ な らない。り
max{92(〃ブ)}≦Σ α`2≦M2・(40
ゴi・1
した がって,関 数 ω を,π 次元 の有 界 な閉領域 ㈲ におい て最小 に しなければ な らな
い。 連続 な汎関数 ω が,こ の よ うな 領域 で最 小値 を 持 つ ことは,ワ イヤ ス トラス の
定 理か ら容易に導かれ る(た とえば,NatanSon[5コ参 照)。 われ われ の上 の問題は,
任 意の 川 こ対 して最 小値を持つ ことになる。
この よ うに して得 られ た,最 小値 を与え る多項式 の系 列を,{万、(κ)}汐に よって 表わ
す ことに しよ う。 各 々の多項式 海(x)が,多 項式fni-1(x)の特 別 な場 合であ る限 り,
次の不等式 が成 り立つ 。
![fn+1(x)コ≦ノ[f7t(x)コ・(48)
これか ら,
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μη=ノ[五`(κ)コ ㈹
は,π→ 。。 に対 して 単 調減少 であ り,し たが って あ る値 μ*に 収領す ることが導かれ
る。ただ し,こ の段階 では
μ*≧μ ㈲
とい う関係だけ が分 ってい るだけであ る。 ただ し,μ は,働 に よって定 義 され た もの
で,
μ==∫[=f(x)]=infノ[f(x)コ・(51)
∫
以下 では,㈲ に おいて等号が成立 す る ことを示 そ う。 このため,ま ず任 意の ∫η(κ)
に対 し,次 の差を考察 しよ う。
ノ[fn(x)コー」[f(x)コ
={7易(x)-tt,(x)}P(xle。)4μ(x)
={fn(x)-f(x)}{fn(x)+f(x)}P(xiOo)4μ(x)
≦ 働
と ころ で,わ れ わ れ は,ε>0に 対 して
1im㈹
73→oo
な るよ うに,あ(め を選 び出す ことが で きるか ら,次 の不等式を得 る。
≦2ε(M)
ここで,n→ 。。に対 して ε→oは,㈲ の右辺が,n→ 。。に対 してoに 近づ くことを意味
す る。 したが って,適 当な η>0に対 して
0≦ノEノ冤(x)]一ノ[ノ(x)コ<η ㈲
な るよ うなN(η)を 見 出す ことがで き る。 したが って
ノ[ブ冗(x)]<μ十η・66}
しか し最 小値 を与え る多項式 ん(の の定 義か ら明 らか な よ うに
ノ〔∫π(躍)]≦ノ[∫π(ガ)コ・ ⑮の
か くして'
∫
∫
∫1鑑(x)一乃 川 鑑(x)+ル)IP(・1・・)4μω ・
∫薩(・)-7(x)1・P(・le・)4μω<・
ノ[勧 コー ノ[アω コ≦・∫12云・)+・IP(嘱)4μω
∫殉1卿 ・)卿)+・2・
ロ統 計 的 推 定 問 題 へ のL2空 間 の 応 用 に つ い て の 一 考 察(竹 内)-71-一 一・
・μ*≦ノ〔ノ}乙(躍)]<μ十 η・ 、.:・ ・.・ 』 ・ ㈹
これ か ら,、 一
μ*』・μ・ 「 噛 ㈲
以上によって・⑱ なる卸約条件のもとで ノ[∫㊥ コを羅小にする最小分醜不偏推定量
∫(のが存在することが証明された。
次に,ラ グラソジュ乗数を用いて,結 局 ⑫ に対応する次の関係が導かれる。任意の
h(x)cL2`t/=対し て
業1λ(e・・θ )∫乃ω 卿 ・)4μω 一∫醐 ・)P(・1・・)dPt(・)・ ㈹
た だ し,え(θo,θゴ)(ブ=1,2,…,m)は ラ グ ラ ン ジ ュ乗 数 。線 型 オ ペ レー タ ーAを 用 い
る と,㈹ は 次 の よ うに表 わ す こ とが で き る。
AJ'h(x)P(・lo)4μω=∫ 天 ・)h(・)P(xlθ・)4μω ・ ㈹
これ は,シ ュ タ イ ンの一 般 の ナ ペ レ ー タ ーを 用 い た 結 果 に対 応 す る(Stein[6コ)。
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